Zusammenfassung: Mathe 1

Beispiel zur Induktion
Behauptung: es gilt Zkzzg-(n+1)~(2n+‘l) neN
k=1

Beweis: Induktion tber n

n 1
D k* furn=1: D k*=1"=1 D.(p+1)-(2n+1) Firn=1: 123=1
k=1 k=1 6 6
n-n+1:
Annahme: Fiir ein neN gilt > k2:g~(n+1)'(2 n+1)
k=0
n+1
Zu zeigen: dann muss auch gelten Y| k2=n—J6'1-(n+2)-(2 n+3)
k=1
Bewels
n+1 n

Z kZ:Z k*+(n+1) laut Agnahme g-(n+1)(2 n+1 )+(n+1)2:%-(n(2 n+1)+6(n+1))
k=1 k=1

:%-(n+2)(2n+3) [ |

Formeln zu komplexen Zahlen

Schreibweisen: .
z=x+yi=r-e"*=r-(cos(¢ )+i-sin(¢)|

r=lzl=Vx*+y*=Jz-z; ¢ =arccos

X
p

’i) fir y<0
.

) fir y>0, ¢ =—arccos

Konjugation: z=z+iy=z=x—-liy B
Ist zdie komplexe Losung einer Gleichung, ist auch zeine
Losung.

Addition: Die Vektoren addieren sich.

Multiplikation: Die Winkel addieren sich; die Betrage
multiplizieren sich.

Multiplikation mit i: Linksrotation des Vektors um 90°;
?=—1:180% V(i)=i"":45°

Potenzen: j"=j!"md4 . i==1; i

Division: Bruch mit konjugiert Komplexem des Nenners
erweitern.

Quadrat: z"=r"-e"*"



O g2
n " n

i-

n-te Wurzeln wi fir k=0,1,...,n-1:

Losen von Gleichungen

2
p-g-Formel zur L6sung von Gleichungen: z%+pz+g=0 < z:—g—i\/%—q

x°—8x+3
Beispiel zur quadratischen Ergidnzung: (x—4f—16+3
(x—4)-13

Kongruenzgleichungen
Bestimmen des additiven Inversen dder Zahlein Zn:d=m- e

Bestimmen des multiplikativen Inversen: x ' (mod m):l-mTH (siehe auch Eukl.)

Es existiert dann genau ein multiplikatives Inverses, wenn x teilerfremd zu mist.

Bsp.: 47 'mod 60=1220"1=23

Beispiel zum Losen einer Kongruenzgleichung:
347 x=495(mod 60) < 47 x=15(mod 60) zur Vereinfachung Reste berechnen
47x=15(mod 60) < x=345=45(mod 60) mit multiplikativen Inversen multiplizieren
- Alle xder Form x=45+n-60 sind Losungen von 347 x—495=k-60 mit k€Z .

Weiteres Beispiel: 2x=3(mod 6)
Da 2 und 6 nicht teilerfremd sind, gibt es keine eindeutige Losung. Da ggT(2, 6) = 2 kein
Teiler von 3 ist gibt es keine Losung.

Weiteres Beispiel: 2x=4(mod6)
Da 2 und 6 nicht teilerfremd sind, gibt es keine eindeutige Lésung. Da t=ggT(2, 6) ein
Teiler von 4 ist gibt es ¢ =2 Losungen: x; = 2, X, = 5 (durch Probieren)

Reduzierte Restsitze: Z :={k€Z, | kteilerfremd zum| Bsp.. Z;:=(1,3,5,7]

Eulersche @-Funktion

¢ (m) : Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen in Z,,
» Fur Primzahlen pgilt: ¢ (m)=p—1
«  Fir Primfaktorpotenzen m = pgilt: ¢ (p*)=p“—p*' z.B.
«  Firteilerfremde mund ngilt: ¢ (m-n)=¢ (m)-¢ (n)  ¢(2-5-17)=1-(5’-5°)-16

Kleiner Satz von Fermat: Ist a teilerfremd zur Primzahl p, gilt: @ '=1 mod p
Verallgemeinerung: @"'™=1mod m - a=a*™*" mod m



Euklidischer Algorithmus

i ri qi Xi Vi
-1 m X1=1 y.=0
0 n do Xo=0 Vo=1
M=Xe-M+yr-N | Q1 | Xi=X1-Qo*Xo=1 Y1=Y¥1-Qo*Yo=-Qo
2 r=X-mMm+y;-N q: X2 =Xo = Q1 Xq Y2=Yo-Q1- Y1
k Nn=Xi-m+y-n dk Xi = Xi-2 = Qi-1* Xi1 Vi=YVi2-Qi1- Vi1
k+1 0

+ groRter gemeinsamer Teiler: ggT(m,n)=r,
« multiplikatives Inverses: n"'=y,(mod m)
 Lésungenvon: r,=m-x,+n-y, (—1<i<k)
n m
namlich X=X,-+k'r— und J/:y,-—k'r— mit beliebigem keZ

+ Lésungen von: m-x+n-y=c mit C=f'gg7'(m,n)=f'f;©f=r£ wobei feZ

namlich X=f‘X;+k'% und y:f-y,—k-? mit beliebigem keZ

I I

Chinesischer Restesatz
geg.: zueinander teilerfremde Module m; m,...,m, und ¢€Z,,C,€Z,,..,C,€Z,
ges.: x fiir das gilt: x=c,mod m,,x=c,mod m,,...,x=c,mod m,

M
zundchst festgelegt: M:=m-m,...m, und M=~ (1<k<n)
k

damit gilt: x=(c,-M(M;"mod m,)+c,-M,-(M;"  mod m,)+...+c,-M -(M_"mod m_)) mod M

Bsp.: x=3(mod4),x=1(mod5),x=7(mod?9)
- x=((3-45-1)+(1-36-1)+(7-20-5)) mod 180 - x=151mod 180

Gleiches Bsp. mit Einsetzmethode:
Erste Kongruenz: x=3(mod4) - x=3+4k
Zweite Kongruenz: 3+4k=1(mod5)
mit 4 "'mod5=4 multiplizieren » k=2(mod5) —» x=3+4:(2+(-5)=11+20!
Dritte Kongruenz: 11+20(=7(mod9) - 2+2(=7(mod?9)
mit 2 'mod9=5 multiplizieren » (=7 (mod9) - x=11+20-(7+9m)=151+180m



Kombinatorik

Binomialkoeffizient

Cln,k)=|"|= n! n n—1n-2 n-3
Fir n,keN, definiert als ’ k| k! (n—k)! k k-1 k-2 k-3

k Faktoren
.nUber k" (Falls k > n auf 0 festgesetzt)
Binomischer Lehrsatz
Fir neN und x, yeR gilt:
(X’y)n: n Xn+ n X"_1y+...+ n Xyn—1+ n yn:Z n Xn—kyk
1 - n k=0 k
Eigenschaften
Symmetrieeigenschaft ni_[ n ni=(n|=1
k) \n—k/'\0/ \n

(esist egal, ob man k Elemente auswahlt oder genau k
Elemente nicht auswahlt)

Additionseigenschaft Z _ 2:1 ; fir k>1
Rekursionseigenschaft n \_n—k(n\[(n+1|__n+1 [p\| [p+1|_n+1(n
k+1 k+1\k]"\ k | n—k+1\k/'\k+1] k+1\k
Vandermonde'sche Identitat Z _[m+n
s k i k

Beispielaufgabe

Wie viele Summanden a”-b" entstehen beim Ausmultiplizieren von (a+b)

100|_{100|_100 99 98 97 96 95 94
(93 = 7) 7 6 5 23 2 1—16007560800

100?

Permutation und Kombination
Flr die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Objekten k auszuwahlen, gilt:

Auswahl ohne Zuriicklegen mit Zuriicklegen
Kombination (n,k)=("|= n! n+k—1)_(n+tk—1)!
ohne Beachtung der |k k!(n—k)! k | k!(n=1)!
Reihenfolge
Variation P(n,k)=n-(n=1)(n-2)---(n—k+1)  p*
mit Beachtungder n!
Reihenfolge ~ (n—k)!
Permutation n! n _ n!
mit Beachtung der ki ky ko, Tk okl k
Reldhle<llfolge m = Anzahl der verschiedenen
und k=n Elementein n

k. +k,+--+k_=n

Beispiel zur Permutation mit Zurlicklegen: Wie viele Anagramme gibt es zu
»MISSISSIPPI"?



n=11 (Buchstaben), m = 4 (verschiedene Buchstaben)

11 11!
= —34650
1,4,4,2) 11414121

-

Sonstiges

Eine n-Elementige Menge hat 2" Teilmengen.

Schubfachprinzip

Verteilt man mehr als n Objekte auf n Facher, enthalt mindestens ein Fach mehr als ein
Objekt; verteilt man mehr als k-n Objekte auf n Facher, enthalt mindestens ein Fach
mehr als k Objekte.

Mengen

Summenregel: |[AUB|=|A|+|B|] (nurwenn A und B disjunkte Mengen sind!)
Produktregel: |AxB|=|Al|B]|

(Eine Menge in Betragsstrichen steht fiir die Anzahl der Elemente in der Menge.)

Inklusions-Exklusions-Prinzip:
|AUB|=|A|+|B|-|ANB| bzw. |AUBUC|=|Al+|B|+|C|—|An B|-|ANC|-|BNC|+|An BN C]

Beispiel: Wie viele Zahlen von 1 bis 1000 sind durch 6 oder 7 teilbar?
A = alle durch 6 teilbaren Zahlen, B = alle durch 7 teilbaren Zahlen

|AUB|=|Al+|B|-|AnBl=| 10600 |+ 1 0700 |- 12_070 |=285

Darstellung von Zahlen
0:=0,1:=(0}={Q1},2:=(0,1}=(Q,{0}},3:=(0,1,2|={0, {0 }],{ 0 [ &}]}}=..

Esgilt: mnn=min(m,n) und mun=max(m,n)

Relationen

Eine Relation Rzwischen den Mengen A und Bist eine Teilmenge des kartesischen
Produktes AxB.Fiir (a,b)ER sagt man:,asteht in Relation Rzu b".

Oft schreibt man auch aR b.

Umkehrrelation/inverse Relation

Umkehrrelation fiir REAXB: R '=((b,a)|(a,b)eRISBxXA

Verkettung/Verkniipfung
Verkettung aus den Relationen RSAXB und SSBXC:
SoR={(a,c) esgibtein beBmit(a,b)eRund(b,c)eS|SAXC

Eigenschaften von Relationen fiir den SpezialfallR S Ax A

Eine Relation R in A heif3t

 reflexiv, wenn firalle acA qilt: (a,a)er
— Jedes Element steht zu sich selbst in Relation.



« irreflexiv, wenn fir alle acA qilt: (a,a)¢R
- Kein Element steht zu sich selbst in Relation.
« symmetrisch, wenn fir alle a,beA qilt: (a,b)eR<(b,a)eR
— Jede Relation gilt auch umgekehrt.
 antisymmetrisch, wenn firalle a,beA gilt: (a,b)eR und (b,a)eR=a=b
- Gilt eine Relation umgekehrt sind die Elemente gleich.
« asymmetrisch, wenn firalle a,beA qilt: (a,b)eR=(b,a)#R
— Keine Relation gilt auch umgekehrt.
« transitiv, wenn firalle a,b,ceA qilt: (a,b)eR und (b,c)eR=(a,c)ER

— Bei Verkettung von Relationen besteht auch eine Relation zwischen erstem und
letzten Element.

Aquivalenzrelation

Eine Relation R auf einer Menge A heilRt Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist. Fir (a,b)€R sagt man auch: ,aist dquivalent zu b".

Aquivalenzklasse

R sei eine Aquivalenzrelation auf Aund a€A . Dann heif3t die Menge
[a]={x€A|(a,x)eR]| die Aquivalenzklasse von a. Sie besteht als aus allen Elementen,
die dquivalent zu asind (und je zwei Elemente aus [q] sind auch dquivalent zueinander).
Man nennt aund jedes andere Element aus [a] einen Vertreter aus dieser
Aquivalenzklasse.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf A, dann gilt:

« Je zwei verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt (besitzen kein gemeinsames
Element).

« Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist gleich A.

Ordnung(srelation)

Eine Relation Rin einer Menge A heilt Ordnung(srelation), wenn sie reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist.

Eine Relation Rin einer Menge A heil3t strikte Ordung(srelation), wenn sie
asymmetrisch und transitiv ist.

Eine Relation Rin einer Menge A heilRt totale Ordung(srelation), alle (a,b)e A
beziiglich R in Relation gesetzt werden kénnen.

Eigenschaften von Funktionen
* injektiv: es gibt nicht mehrere x mit gleichem f(x) - eindeutig umkehrbar

» surjektiv: alle Elemente der Zielmenge werden adressiert — Fir jedes y
umkehrbar

» Dbijektiv: gleichzeitig injektiv und surjektiv — fir jedes y eindeutig umkehrbar
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